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1 概要
組み紐群の線型表現として，Burau表現や Lawrence-Krammer-Bigelow表現がある．Burau表現が忠実かど
うかが問題とされてきた．次数 3以下は忠実であることが古典的に知られており，5以上は非忠実であることが
示されている．次数 4の場合は未解決である．基礎となる組み紐群，Burau表現について述べた後，具体的な次
数に対して Burau表現が忠実か非忠実かについて紹介する．
2 組み紐群
n本の紐からなる組み紐のアイソトピー類全体のなす集合を Bnと表す．Bnは図 1のような組み紐 iから生
成され，積を図 2のように定義すると Bn は群をなす．
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図 2:
Bn は組み紐関係式8<:i j = j i ji  jj = 2, i; j = 1; 2; : : : ; n  1のときi i+1 i = i+1 i i+1 i = 1; 2; : : : ; n  2のとき
を満たす．
補題 1. Gを群とする．si 2 G (i = 1; 2; : : : ; n  1)が組み紐関係式8<:si sj = sj si ji  jj = 2, i; j = 1; 2; : : : ; n  1のときsi si+1 si = si+1 si si+1 i = 1; 2; : : : ; n  2のとき
を満たしているとき，i = 1; 2; : : : ; n  1に対して si = f(i)となるような準同型写像 f : Bn ! Gが唯１つ存
在する．
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3 組み紐群Bnと写像類群M(D;Qn)の同型
n = 1に対し，Qn = f(1; 0); (2; 0); : : : ; (n; 0)g  R2とする．Dを，Qnを内部に含む R2上の閉ユークリッド
円板，Dn = D  Qn とする．写像類群M(D;Qn)を，Dの同相写像で，Qn を集合として保つもののアイソト
ピー類全体のなす群とする．このとき，任意の i = 1; : : : ; n  1に対し  (i) = i と対応させることにより，同
型写像
 : Bn
= !M(D;Qn)
が定まる．ただし，i は半ねじりである．
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4 Bnの被覆 ~Dnの相対ホモロジー群への作用
M(D;Qn) は基本群 1(Dn; p0) に作用する．1(Dn; p0) の生成元を代表するループは以下の X1; : : : ; Xn で
ある．
· · · · · ·X1 X i X n
(1, 0) ( i, 0) (n, 0)
p0 = ( n+ 1 , 0)
q1 qi qn= = =
ループX1; X2 に対する 1 の作用は 8<:X1 7! X1X2X1
 1
X2 7! X1
である．
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の総回転数，すなわち除いたQnの各点周りの回転数の総和をw()と表し，以下のような準同型 " を考える．
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この "の Kernelに対応する無限巡回被覆を ~Dn ! Dnとする．Bnは自然に Z[t; t 1]加群H1( ~Dn;Z ~d ;Z)に作
用する．
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ループX1; X2 に対する 1 の作用を 1次式に書き直すと，8<:X1 7! X1X2X1
 1
X2 7! X1
=)
8<: ~X1 7! ~X1 + t ~X2   t ~X1~X2 7! ~X1
となり，これを行列表示すると  
1  t t
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となる．Aut(H1( ~Dn;Z ~d ;Z)) = GLn()（ = Z[t; t 1]）である．このように i を Ui に対応させることによ
り，準同型写像  n : Bn ! GLn()が定まり，これを Burau表現という．
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 n : Bn  ! GLn()
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M(D;Qn)  ! Aut(H1( ~Dn;Z ~d))
5 Burau表現の非忠実性
自然な包含写像Bn ,! Bn+1，GLn() ,! GLn+1()より，Ker n  Ker n+1である．よって，Ker n 6= f1g
であるとき，m = nに対し Ker m 6= f1gである．
補題 2. ;  2 Dn を有限個の点で横断的に交わる単純閉曲線とする．;  がホモトピーで動かすことで交点の
数を減らせることと，境界が の部分弧，の部分弧からなる埋め込み円板である二角形が存在することは必要
十分である．
補題 3. ;  を (D;Qn)上の横断的な張り弧とする．h; i = 0ならば， n() =  n()である．
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命題 1. n = 3に対し，Bn の Burau表現が非忠実であることと，次の３つの条件を満たすような Dn 上の埋め
込まれた弧 ;  が存在することは必要十分である：
 境界 @ = fq1; q2g ; @ = fp0; q3gもしくは fq3; q4g
 代数的交差 h; i = 0
 はホモトピーで動かしても  と外せない．
定理 1. (Magnus and Peluso, 1969) n = 3に対し，Burau表現  3 は忠実である．
定理 2. (Bigelow, 1999) n = 5に対し，Burau表現  5 は非忠実である．
Remark 3. p; qを ; の交点とし，kp; kq をそれぞれ p; qでの tの指数とする．0; 0をそれぞれ pから qへ
向かう ;  の部分弧とし，0 \ 0 = fp; qgとする．0 に沿って pから qへ，0 に沿って qから pへ戻るルー
プ  の総回転数を w()とすると，等式 kq   kp =  w()が成り立つ．
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図 3: n = 6のときの図
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